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EPREUVE OBLIGATOIRE DE MATHEMATIQUES

Vous devez composer lisiblement sur les copies avec un stylo a bille ou feutre a encre
foncée bleue ou noire.

Les effaceurs correcteurs (comme le tippex) sont interdits car ils peuvent laisser des
résidus sur les vitres du scanner lors de la numérisation des copies.

Numéroter chaque page de composition pour faciliter la correction de la copie (il n’est
pas nécessaire de numéroter les pages enticrement blanches) dans la zone prévue en
bas a droite de chaque copie.

Par exemple, pour la 6° page d’une copie comportant 7 pages de composition et une
page blanche, numéroter ainsi la page 6 sur 7 :

8T

Vous devez composer uniquement sur les supports de composition officiels pour
I’épreuve.

Aucun brouillon ne sera ramassé.






Le sujet est composé de deux problémes indépendants.

¢ ¢
Probléme 1

Dans tout le probléme, n est un entier naturel supérieur ou égal a 2 et M, (R) désigne
I’ensemble des matrices carrées de format (m,n) a coefficients réels. Pour 4,j € [I,n], on
note EZ-, j la matrice de M, (R) dont tous les coefficients sont nuls excepté celui situé ligne
1 et colonne j qui vaut 1.

Enfin & toute matrice A € M, (R), on associe I’application :

fioMR)— M (R), X+ f(X)=A4AX - XA.
L’objet du probléme est d’établir que, si la matrice A est diagonalisable (respectivement
trigonalisable) dans M, (R), alors f, est un endomorphisme diagonalisable (respectivement
trigonalisable).

Premiére partie

Q1. Rappeler la définition de la trace d’une matrice M € M, (R) notée tr(M). Justifier
alors que pour M,N € M (R), tr(MN) = tr(NM).

Q2. Montrer que f, est un endomorphisme de M, (R) dont I'image est incluse dans le
noyau de ’application trace.

Q3. Etablir que 0 est une valeur propre de f -

Q4. Dans cette question, on suppose que n =2 et A = [CCL Z]

Ecrire la matrice de fy dans la base B = (FE, ,FE,,,F, ,E,,) de My(R).
Deuxiéme partie

. 11
Q5. Dans cette question, on suppose que n =2 et A = [1 1l

a) Montrer que A est diagonalisable dans M,(R). Expliciter une matrice inversible P et
une matrice diagonale D telles que A = PDP".

b) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f '\ - En déduire que f, est
diagonalisable.

Q6. On note D la matrice de M, (R) dont les coefficients sont nuls sauf ceux de la
diagonale qui valent dans 'ordre A, Ay, ..., A, .
a) Pour i,7,k,l €[1,n], que vaut E; B, 7

b) Montrer que fD(Ez‘, j) =(N— )‘j)Ez', ;- En déduire que f), est diagonalisable.
c¢) Déterminer la trace et le polynome caractéristique de Ip-

Q7. Soient A,B € M,(R) deux matrices semblables : il existe donc une matrice inversible
P e M,(R) telle que A= PBP~!. Etablir alors que, pour tout X € M,(R),
f(X)=Pf,(PT'XP)P .
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Q8. On suppose que A€ M, (R) est diagonalisable. Montrer alors que [, est un endo-
morphisme diagonalisable.

Troisiéme partie
. -1
Q9. Dans cette question on suppose que n =2 et A = [Z _1].

a) Montrer que A est trigonalisable mais pas diagonalisable dans M,(R).
b) Etablir que f ", est trigonalisable mais pas diagonalisable.

Q10. On consideére 'application o : [L,n]x[Ln] — N, (4,7) - o(i,j) =ni—j+1
a) Montrer que o est injective.
b) En déduire que o induit une bijection de [1,n] x [1,n] sur [1,n%].
¢) Pour tout (i,5),(u,v) € [Ln] x[1,n], montrer que
[i<uou(i=uet j>v)] = o)) <o(uv).

Compte tenu de ce qui précede, on obtient une base de M, (R) en considérant la famille de
matrices F = (Fy, Fy,..., F ;) définie par :

Fi,j) = Ej,j pour tout (1,5) € [L,n] x [1,n].
Cette famille est obtenue en réordonnant les éléments de la base canonique de M, (R).
Ainsi, pour n = 2,on a [ = Eig, Fy =By, I3 =Eyy et Fy = Ey.

Q11. On note T une matrice triangulaire supérieure de M, (R) que l'on écrit sous la

forme : 0

T=22t;E,

i=1 j=i
ou les ¢; ; désignent les coefficients de T.
a) Pour (u,v) € [1,n] x[1,n], calculer fT(Eu,U) et en déduire que f, est trigonalisable.
b) Déterminer la trace et le polynome caractéristique de Ir-

Q12. Montrer que si A est trigonalisable dans M, (R), alors f, est un endomorphisme
trigonalisable.

Probléme 2

On se propose, a partir de la résolution d’une équation différentielle effectuée dans la

: 2
. . _ . + t
premiére partie, de calculer l'intégrale généralisée f() oosnlz()

d’une fonction définie par une intégrale (fonction F introduite dans la seconde partie).

dt en exploitant 1’étude

Premiére partie
Résolution d’une équation différentielle
Soit k un nombre réel. On note () 1’équation différentielle :
y'— 4y =k|z|+m7,
d’inconnue y € C*(R;R).



k(x—sh(2z))—m

siz <0,

Y
—zT” siz>0.

a) Rappeler ’énoncé du théoréme « limite de la dérivée » (appelé aussi parfois théoréme

Q1. On note g: R — R la fonction définie par g(z) =

de « prolongement de la dérivée »).
b) Montrer que g est de classe C? sur R.
c¢) Vérifier que g est une solution de (Ej,) sur R.

Q2. Résoudre 'équation (Ey).

Q3. Montrer qu’il existe une unique fonction yy:R — R (que 'on précisera) qui est
Yo(2) %(2)

T—s400 50 solent

solution de (E;) sur R et telle que les limites lim et lim, ,

finies.

Seconde partie
Etude d’une fonction définie par une intégrale

+00 sin?
Q4. a) Pour tout réel z, justifier la convergence de K(z)= fo OO Sth(xt)

dt.

b) Montrer que la fonction K : R — R, z+— K(z) est paire et établir que, pour tout réel z,
K(z)=K(Q)|z|.

On pourra utiliser un changement de variable.

Q5. Montrer que pour tout réel 6, |sinf| <|6|.

+00 sin?
Q6. On considére désormais I'application F': R — R, z — F(z) = fo > tS?l?lq(th?)

a) Montrer que F' est de classe C' sur R. On pourra commencer par étudier la restriction

de F a 'intervalle [—a,a] ou a > 0.

b) Etablir que F est de classe C? sur R.

c¢) Montrer que F est solution de 1’équation (Ej,) sur R pour une valeur particuliere de k
que ’on précisera.

Q7. a) Montrer que pour tout réel z, |F(z) — K(z)| < %

b) En déduire I'expression de F a 1’aide des fonctions usuelles et de la constante K(1).

¢) Déterminer la valeur de K(1). On pourra s’intéresser a F(0).

¢ ¢
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